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De�nicje

De�nicja liczb zespolonych

Wyra»enie a + bi, gdzie a i b s¡ liczbami rzeczywistymi a i speªnia zale»no±¢

i2 = −1, nazywamy liczb¡ zespolon¡. Liczb¦ i nazywamy jednostk¡ urojon¡, a

iloczyn bi liczb¡ urojon¡. Liczby rzeczywiste a i b nazywamy odpowiednio

cz¦±ci¡ rzeczywist¡ i cz¦±ci¡ urojon¡ liczby zespolonej.

Porównywanie oraz dziaªania na liczbach zespolonych

Dla dowolnych liczb zespolonych (a + bi) i (c + di) mamy:

1. (równo±¢) (a + bi) = (c + di) ⇐⇒ a = c i b = d

2. (dodawanie) (a + bi) + (c + id) = (a + c) + (b + d)i

3. (odejmowanie) (a + bi)− (c + id) = (a− c) + (b− d)i

4. (mno»enie) (a + bi) · (c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i

Uwaga. W zbiorze liczb zespolonych nie mo»na okre±li¢ relacji mniejszo±ci.
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De�nicje

Zespolone pierwiastki równania kwadratowego

Dane jest równanie kwadratowe ax2 + bx + c = 0 o wyró»niku ∆ < 0.

Pierwiastkami tego równania s¡ liczby zespolone x1,2 =
−b± i

√
−∆

2a
.

Operacje jednoargumentowe

Dla danej liczby zespolonej z = a + bi okre±lamy liczb¦ zespolon¡ sprz¦»on¡:

z̄ = a− bi. Moduªem liczby zespolonej z nazywamy liczb¦ |z| =
√

a2 + b2.

De�niujemy operatory: cz¦±¢ rzeczywista <e(z) = a i cz¦±¢ urojona =m(z) = b.

Dzielenie liczb zespolonych

Niech z1 = a + bi, z2 = c + di. Podzieli¢ liczb¦ zespolon¡ z1 przez liczb¦

zespolon¡ z2 6= 0 znaczy znale¹¢ tak¡ liczb¦ z3, aby iloczyn z2 · z3 równaª si¦

liczbie z1. Dzielenie przez 0 jest nieokre±lone. Liczb¦ z3 obliczamy nast¦puj¡co:

z3 =
z1

z2
=

z1 · z̄2

z2 · z̄2
=

(ac + bd) + (bc− ad)i

c2 + d2
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Posta¢ trygonometryczna liczb zespolonych

Argument Liczby zespolonej

z = a + bi 6= 0 to ka»da liczba rzeczywist¡ φ ∈ (−π, π〉 okre±lon¡ równaniami:

cos φ =
a

|z| , sin φ =
b

|z| .

Posta¢ trygonometryczna

Ka»da liczba zespolona z daje si¦ przedstawi¢ w postaci

z = |z|(cos φ + i sin φ)

Wzory de Moivre'a

Dla ka»dej liczby rzeczywistej φ i ka»dej liczby naturalnej k zachodz¡

nast¦puj¡ce zale»no±ci:

z1 · z2 = r1 · r2 [cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)]

z1

z2
=

r1

r2
[cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)]

zk = rk(cos kφ + i sin kφ)
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Posta¢ wykªadnicza liczby zespolonej

Pierwiastek arytmetyczny

Je»eli z = |z|(cos φ+ i sin φ), to pierwiastki n-tego stopnia liczby z maj¡ posta¢

wk = n
p
|z|
�

cos
φ + 2kπ

n
+ i sin

φ + 2kπ

n

�
k = 0, 1, . . . , n− 1

Wzór Eulera

Dla ka»dej liczby rzeczywistej φ zachodzi równo±¢:

eiφ = cos φ + i sin φ.

Posta¢ wykªadnicza

Ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ z mo»na przedstawi¢ w postaci

z = |z| · eiφ.
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Tablica pochodnych

f(x) f ′(x) Dziedzina

c 0 R

xn nxn−1 R, n ∈ R

ax ax ln a R, a > 0

ex ex R

sin x cos x R

cos x − sin x R

tg x
1

cos2 x
x 6= (2k − 1)

π

2
, k ∈ C

ctg x
−1

sin2 x
x 6= kπ, k ∈ C

loga x
1

x ln a
x > 0, a > 0, a 6= 1

f(x) f ′(x) Dziedzina

ln x
1

x
x > 0

arcsin x
1

√
1− x2

x ∈ (−1, 1)

arccos x
−1

√
1− x2

x ∈ (−1, 1)

arctg x
1

1 + x2
R

arcctg x
−1

1 + x2
R

sinh x cosh x R

cosh x sinh x R

tgh x
1

cosh2 x
R

ctgh x
−1

sinh2 x
R
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Wªasno±ci pochodnej

Twierdzenie o dziaªaniach arytmetycznych na pochodnych

Je»eli funkcje f i g s¡ ró»niczkowalne na pewnym zbiorze X , to

[f(x)± g(x)]′ = f ′(x)± g′(x)

[kf(x)]′ = kf ′(x)

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)�
f(x)

g(x)

�′
=

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

[g(x)]2
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Wªasno±ci pochodnej

Twierdzenie o pochodnej funkcji zªo»onej

Je»eli funkcja u = φ(x) ma na pewnym zbiorze X pochodn¡ φ′(x) oraz funkcja

y = f(u) ma pochodn¡ f ′(x) na przeciwdziedzinie funkcji φ, to funkcja

zªo»ona f (φ(x)) ma na zbiorze X pochodn¡

[f (φ(x))]′ = f ′(u) · φ′(x) lub
dy

dx
=

dy

du
· du

dx
.

Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej

Je»eli funkcja x = g(y) jest ±ci±le monotoniczna i ma pochodn¡ g′(y) 6= 0 w

dziedzinie Y, to funkcja y = f(x), odwrotna do niej ma w przeciwdziedzinie X
funkcji g(y) pochodn¡ f ′(x) = 1

g′(y)
przy czym y oznacza warto±ci funkcji f w

punkcie x.
dy

dx
=

1
dx
dy
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Podstawowe de�nicje

De�nicja 1

Niech X oznacza dowolny przedziaª, za± f : X → R funkcj¦ okre±lon¡ na tym

przedziale. Funkcj¦ F (x) nazywamy funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f(x) w

przedziale X wtedy i tylko wtedy, gdy

V
x ∈ X F ′(x) = f(x).

De�nicja 2

Niech f b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ na przedziale X . Zbiór wszystkich funkcji

pierwotnych funkcji f w przedziale X nazywamy caªk¡ nieoznaczon¡ funkcji f

w tym przedziale i oznaczamy symbolemZ
f(x) dx.

Je»eli F (x) jest jak¡kolwiek funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f(x) w przedziale X , C

dowoln¡ staª¡, to mamy Z
f(x) dx = F (x) + C.
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Tablica caªek

f(x)
R

f(x) dx f(x)
R

f(x) dx

0 C xn xn+1

n + 1
+ C, n 6= −1

1 x + C
1

x
ln |x|+ C

ax ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1 ex ex + C

sin x − cos x + C cos x sin x + C

1

cos2 x
tg x + C

1

sin2 x
−ctg x + C

1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1) arcsin x + C
1

1 + x2
arctg x + C
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Tablica caªek

Wªasno±ci caªki nieoznaczonej

Je»eli funkcje f(x) i g(x) maj¡ funkcje pierwotne w przedziale X , to funkcje

f(x) + g(x) oraz c f(x), gdzie c oznacza dowoln¡ staª¡, maj¡ tak»e funkcje

pierwotne, przy czymZ
[f(x) + g(x)] dx =

Z
f(x) dx +

Z
g(x) dx

Z
c f(x) dx = c

Z
f(x) dx
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Podstawowe twierdzenia o caªkach

Twierdzenie o caªkowaniu przez cz¦±ci

Je»eli funkcje u(x) i v(x) maj¡ w pewnym przedziale X ci¡gªe pochodne u′(x)

i v′(x), to w tym przedziale zachodzi

Z
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

Z
v(x)u′(x) dx

Twierdzenie o caªkowaniu przez podstawianie

Je»eli

1 funkcja t = h(x) jest ró»niczkowalna w przedziale X i odwzorowuje go na

przedziaª T ,

2 funkcja g(t) ma na przedziale T funkcj¦ pierwotn¡ G(t),

3 dla ka»dego x ∈ X f(x) = g[h(x)] h′(x),

to caªka nieoznaczona funkcji f(x) w przedziale X wyra»a si¦ wzorem

Z
f(x) dx = G [h(x)] + C.
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Twierdzenie Newtona-Leibniza

Twierdzenie Newtona-Leibniza

Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na przedziale domkni¦tym < a, b >. Wtedy

I. Je±li funkcja P jest zde�niowana wzorem

P (x) =

Z x

a

f(t) dt

dla wszystkich x ∈< a, b >, to P jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f na tym

przedziale.

II. Je±li F jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f , to

Z b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = F (x)

����
b

a

= [F (x)]ba .
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Twierdzenie Newtona-Leibniza

Repetytorium z �zyki klasycznej
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Algebra wektorowa

Yy

Z

z

X

x

r

j

k

i

r = x i + y j + z k

~r = x~i + y~j + z ~k

r = (x, y, z)

r = |r| =
p

x2 + y2 + z2
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Algebra wektorowa

Iloczyn staªej i wektora

B = cA

Bx = c Ax

By = c Ay

Bz = c Az

Suma wektorów

C = A + B

Cx = Ax + Bx

Cy = Ay + By

Cz = Az + Bz

Ró»nica wektorów

C = A−B

C = A + (−B)
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A = Ax i + Ay j + Az k

A′ = A′
x i + A′

y j + A′
z k

A′′ = A′′
x i + A′′

y j + A′′
z k

Nabla i gradient

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

gradφ = i
∂φ

∂x
+ j

∂φ

∂y
+ k

∂φ

∂z

Laplasjan

∆ = ∇2 = ∇ ·∇

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
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Wektor poªo»enia

r = x i + y j + z k

~r = x~i + y~j + z ~k

Wektor pr¦dko±ci

v = vxi + vyj + vzk

v =
dx

dt
i +

dy

dt
j +

dz

dt
k

v =
d

dt
r = ṙ

Wektor przy±pieszenia

a = v̇ = r̈

a =
d

dt
v =

d2

dt2
r
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P¦d

p = mv = m ṙ

Moment p¦du

M = r× p

Mx = y pz − z py

My = z px − x pz

Mz = x py − y px

M

r

p

φ
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Energia kinetyczna

T =
mv2

2
=

1

2
m
�
ẋ2 + ẏ2 + ż2�

T =
p2

2m
=

1

2m

�
p2

x + p2
y + p2

z

�

Funkcja Hamiltona

H = T + U

Np.

H =
p2

2m
+ m g z
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Rotator sztywny i swobodny

Wspóªrz¦dne ±rodka masy dwóch cz¡stek

X =
1

M
(m1x1 + m2x2)

Y =
1

M
(m1y1 + m2y2)

Z =
1

M
(m1z1 + m2z2)

gdzie M = m1 + m2

Wspóªrz¦dne wzgl¦dne

x = x2 − x1

y = y2 − y1

z = z2 − z1

Masa zredukowana

1

µ
=

1

m1
+

1

m2
⇐⇒ µ =

m1 m2

m1 + m2
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X =
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M
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Y =
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M
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Z =
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Rotator sztywny i swobodny

x

y
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m2

r1

r2

v1

v2

φ
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Rotator sztywny i swobodny

Pr¦dko±¢ k¡towa

ω = φ̇

Moment bezwªadno±ci

I = m1 r2
1 + m2 r2

2

I = µ r2

dla r = r1 + r2

Warto±¢ momentu p¦du

M = I ω

Energia rotacji

T =
M2

2I
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Siªa, równania ruchu

Siªa

F = −gradV

Równania Newtona

m r̈ = F(t)

m ẍ = Fx(t)
m ÿ = Fy(t)
m z̈ = Fz(t)

Ruch harmoniczny

m ẍ = −k x(t)

ẍ + ω2x = 0, gdzie
k

m
= ω2
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m ÿ = Fy(t)
m z̈ = Fz(t)

Ruch harmoniczny
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Siªa, równania ruchu

Rozwi¡zanie jednorodnego równania ró»niczkowego liniowego drugiego rz¦du

o staªych wspóªczynnikach

x′′ + b x′ + c x = 0

m2 + b m + c = 0

x(t) = c1e
m1 t + c2e

m2 t

Rozwi¡zania równa« Newtona dla ruchu harmonicznego

m1,2 = ±iω

x(t) = c1e
iωt + c2e

−iωt

Warunek brzegowy x(0) = a daje a = c1 + c2

Warunek brzegowy ẋ(0) = 0 daje 0 = i ω (c1 − c2)
Otrzymujemy

c1 = c2 =
a

2

co daje rozwi¡zanie w postaci

x(t) =
a

2

�
eiωt − e−iωt

�
= a cos(ωt)
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Siªa, równania ruchu

Rzut uko±ny

v0 = ẋ0 i + ż0 k

F = (0, 0,−m g)

ẍ = 0
ÿ = 0
z̈ = −g

9=
;

x(t) = C2 + C1 t
y(t) = C4 + C3 t
z(t) = C6 + C5 t− 1

2
g t2

9=
;
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Siªa, równania ruchu

Rzut uko±ny, cd.

Warunki brzegowe:

x(0) = 0 y(0) = 0 z(0) = 0
ẋ(0) = ẋ0 ẏ(0) = 0 ż(0) = ż0

�

prowadz¡ do rozwi¡za«

x(t) = ẋ0 t
y(t) = 0
z(t) = ż0 t− 1

2
g t2

9=
;

Tor na pªaszczy¹nie XZ

z =
ż0

ẋ0
x− g

2ẋ2
0

x2

Zasi¦g

xmax =
2 ẋ0 ż0

g

Wysoko±¢ maksymalna

zmax =
ż2
0

2g
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2 ẋ0 ż0
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y(t) = 0
z(t) = ż0 t− 1

2
g t2

9=
;

Tor na pªaszczy¹nie XZ

z =
ż0
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